5 - الدوال اللوغاريتمية 


١‏ - الدالة ,لوغاريتم نيبري» 
: 1. ميرهنة وتعريف 
: ا يقرأ اللوغاريتم الني 


- © تقبل حلا وحيدا € رمز له 1/6 
E‏ 


ى الدالة «لوغاريتم نيبري» 


ملاحظات : 
1 » الدالة x‏ جرم : ا معرفة على المجال ]+ : 0[ و تأخذ قيمها في . 
2. المعادلة × - © تقبل حلا وحيدا في ۴ ؛ من أجل كل عدد حقيقي 
: موجب تاما × (لأن الدالة الأسية “© جم × 
:| معرفة. مستمرة و متزايدة قاما على *1). 
3 حل المعادلة o‏ = “ع حيث 10 عدد حقيقي موجب قاما 
هو العدد الحقيقي × فاصلة النقطة من المنحني الممثل للدالة 
e‏ جر × ذات الترتيب ١1/0‏ 
”نکب + nyo‏ = د. 
4. من أجل كل عدد حقيقي ب موجب قاماء من أجل كل عدد حقيقي × 
ات يكافئ x= hy‏ 


5 0-1»© يعني 120 0 e'=e‏ يعني 1= fne‏ 
6. التمشيل الموالي يسمح بالقول أن الدالة 
fax‏ جر lh: x‏ هي الدالة العكسية للدالة >م جر x‏ : ويزع. 


. ]-0; +o ن‎ ]0 ; +] 


ا 


7. من أجل كل عدد حقيقي × موجب قاماء ×=“ 
من أجل كل عدد حقيقي × + .ne“=x‏ 


3. خواص 
من أجل كل عددين حقيقيين × و /1 موجبين تماما و من أجل كل عدد ناطق ٠۸‏ 
(xy) = nx + ny‏ ما x ny‏ اك 
fn (°) = nlx h(1)=- tx‏ 


حالة خاصة : من أجل كل عدد حقيقي × موجب تاماء lx = } lx‏ 
4. دراسة الدالة «اللوغاريتم التيبري» 
ءالدالة ‏ معرفة على المجال ]+ : 0[ و تأخذ قيمها في المجال ]+ : 6-[. 
im lx = -0 ٠.‏ ؛ 0+ = fim nx‏ 
٠الدالة‏ .0 قابلة للاشتقاق على المجال ]+ : 0[ 
و من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما × 1 .hx=}‏ 
«الدالة 0 مستمرة على المجال ]5+ : 0[ (لأنها قابلة للاشتقاق على ]+ ; 0[). 
#الدالة ا متزايدة تماما على المجال ]+ :0[. ` 
»ما سبق يكون جدول تغيرات الدالة .7 كما يلي : | 45 


«المستقيم ذو المعادلة 0 = × (أي محور التراتيب) 

هو مستقيم مقارب للمنحني الممثل للدالة ما. 

«المنحنى الممثل للدالة 0 يقبل فرع قطع مكافئ بجوار ه+. 
٠في‏ مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
(0:7:7) المنحنيان الممثلان للدالتين هدع و ما 
. متناظران بالنسبة إلى المستقيم ذي المعادلة ×= ل. 


5. نتيجتان 
من أجل كل عددين حقيقيين د و ط موجبين تماماء 
طم = هد إذا و فقط إذا كان طا = ه. 
طا > ھم إذا و فقط إذا كان ط > ه. 


معارف 


6 . اشتقاق الدالة |(<)نا|ا جا × 
: مبرهنة 


: 7. نهايات شهيرة 


fn FZ 1 f, + 1 
x1 X-1 X0 3 
fim x nx =0 ؛‎ fm E =0 


:11 - دوال لوغاريتم ودوال أسية الخرى 
: 1. الدالة ,اللوغاريتم العشري, 


: تعريف 
الدالة «اللوغاريتم العشري» يرمز لها .وم هي الدالة المعرفة على المجال ]+ : 0[ كما يلي : 
حم 
2 
ملاحظات 


fn10=2,30 + loq10=1 + loq1 =0 .1‏ 
2 الدالة وما قابلة للاشتقاق على المجال ]2+ : 0[ 


و دالتها المشتقة معرفة على +٠١]‏ :0[ كما يلي : ا = (qx)‏ 
3ه الدالة وها لها نفس تغيرات الدالة .0 على المجال ]+ : 10 . 

: خواص 
من أجل كل عددين حقيقيين × و /1 موجبين تماما و من أجل كل عدد ناطق 0» 


ogy‏ + :دوما = )( logy fog‏ - عموما - (ي) وما 
loq (¢) = nlogx kg) = gx‏ 


نتيجة : من أجل كل عددين حقيقيين هو اظ موجبين تماماء 


loqa = loqb‏ يكافئن ‏ (ا=ھ. 


2. الدوال الأسية ذات الأساس ج 


تعريف 


ه عدد حقيقي موجب قاما حيث 1 # 2. 


نسمي الدالة الأسية ذات الأساس و. يرمز لها ,× الدالة المعرفة على ۴ كما يلي “ة = («رم)©. أ 
ملاحظة : 
من أجل كل عدد حقيقي × و من أجل كل عدد حقيقي 2 موجب تماما حيث أ عرو .a" =e"‏ 8 
تخواض : 
من أجل كل عددين حقيقيين 5 و ا موجبين قاما حيث 1 يخود و #1 ظا : 
و من أجل كل عددين حقيقيين × و لا ؛ : 
اماق لاج أ يق *ط*ة = “(طة) : 
a‏ ا 

ل ج ے ل كك 
كحك zê‏ 5 3 : 

5 3 

3. تغيرات الدالة رما : 
1 إذا كان 0>23>1 فإن 0+ = lim „a =0 1 fim, a"‏ : 

: lim a =+ + fim, a" =0 إذا كان 1< فإن‎ 

2. الدالة ,ط×٠‏ قابلة للاشتقاق على 1 : 
ومن أجل كل عدد حقيقي × 4 €xP', (9) = (a)a‏ 


3 إذا كان 1 >0>23 فإن الدالة ,ماع متناقصة تماما على .R‏ 2 
إذا كان 1< فإن الدالة ,م“ا© متزايدة اما على 8. 


4 جدول التغيرات 
1 >3 >0 


5عندما ۵ يسح 1857 و1 3# كل منحنيات 

الدالة ,م»“ا© تشمل النقطة ذات الإحداثيين (1 :0). 

. محور الفواصل هو مستقيم مقارب أفقي لهذه المنحنيات. 
. كل هذه المنحنيات تقبل فرع قطع مكافئ منحاه 


ا - الدالة «جذز نوني, 


تعريف 


اعدا طبيعي كبر تاا ين 1 : 
نسمي الدالة «جذر نوني» و نرمز لها ب ١‏ , الدالة المعرفة على المجال ]+ : 0] و التي ترفق بكلأ: 
عدد حقيقي × موجب . العدد الموجب ٭۷ حيث × = '(0/2). 

: 1ه من أجل كل عدد حقيقي موجب × ؛ علا عم يكافق مركم 0 
: 2 من أجل كل عدد حقيقي موجب × ؛ د لا , 
: 3 من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما ؛ E =e‏ :5 
ا 4« += .fim Vx =0 [im Vx‏ : 
im,‏ 1 ا 


: لا - التزايدات المقارنة 
تعلم أن جد لر 


[im nx = +0 : 


Xe ne 


١:‏ عدد طبيعي غير منعدم. 


: نتيجة 
fim x" fnx = 0‏ 
: التضسير البياني للتزايدات المقارنة 


: نرسم المنحنيات الممثلة للدوال 


: تجار ؛ ««ماجرير ؛ >#معجهرير 
: في نفس المعلم المتعامد (ثر, 0:7) .(الشكل). 
: نلاحظ أنه يوجد عدد حقيقي موجب تماما ۸ حيث من أجل 
۸ <×» يكون دم < ×< (بالحاسبة 24,6 ۸). 
نقول إن الدالة ٠“‏ جم« تتزايد بسرعة أكبر بالنسبة إلى 


4 


عيث ۸ عدد طبيعي غير منعدم . 


الدالة #دجم: والدالة #د جم تتزايد بسرعة أكبر بالنسبة إلى الدالة “.م جم« بجوار ©+. 

بصفة عامةء من أجل كل عدد طبيعي ١‏ أكبر تماما من 1» يوجد عدد حقيقي موجب قاما ۸ حيث ؟ 
من أجل 8< 2ز. يكون دم < تر < *6. أي الدالة € جم« تتزايد بسرعة أكبر بالنسبة إلى ١‏ 
الدالة "× جا> و الدالة "× جل« تتزايد بسرعة اكبر بالنسبة إلى الدالة × جم بجوار »+. 


طرائق 


®@ استعمال خواص الدالة ہا 
اكتب على أبسط شكل الأعداد التالية : 
؛ fn72 - 2n 2Z + aî‏ 
08 + 256 


n8 + 4fn/2‏ م 7 2 ؛ 
n 0,375 + 2n ۷0,5625‏ - 1 


8 


2 - 25م] = 32 إذن 2ما5 = 1-32 
2ه لدینا 2 = z= 2 l3‏ د ê‏ + عملا = أقماء قاط 
قد عر فوتقيلةم An ahê‏ قبط tr‏ 

2 72 2 2 


> 312 + 2 


fela yê ANE = RS 
2 2 2 


ينتج أن 
3« دين n8‏ + وما )8 n(9 x‏ = 172 
2n 3 + 2‏ = 
8 3 27 
2 - *قما = 256 ln.‏ - 27م] = عد 
3h3 - - 2‏ = 


ln /108 = fn 108 = 34 x 27 


3 + 2= 27م ل +14 - 
2 2 2 : 
إذن هما Ê‏ + 2م + (2ملة - (l3‏ 2- 3,2 + 2:3 = 66آلدما + 2l ZZ‏ - 72 : 


= 20.3 + 3l. 2 - 6l 3 + 162+ ما 3 + 2م‎ 


: 2 + قا 5 - = 2 +16 + 6 + 2)3 +2-6)- 

: دجأ‎ - 2l ZL + ما‎ 06 5 3 + 2 : 
: 256 2 

69 7 

E رن‎ Secession 


إذن 


طرائيق 


4. لدينا 2 = قما- - lû‏ 
2- قا = قما- قما = l3‏ = كلة ماد 0,375 


1000 
2.۷05625 =n 0,5625 = ما‎ 5825 - fS = 9م‎ - r16 = 2ln3 - 2 
10000 16 


إذن ‏ 2.3-42 + 32 + قا - 2 3- = 1/65625م]2 + 0,375 f.‏ - م 


= 412 + ما‎ 
h1 - [n 0,375 + 2ln¥0,5625 = -4 [n2 + n3 و بالتالي‎ 


: @ حل معادلات و متراجحات 
: حلفي ۴ كل معادلة من المعادلات التالية 
fax + fn (3x + 2) = n (2x + 3) 0 Gi-1)= 2a3 = 32 + hx=2‏ 
fn(2-2x-3) = n(x +7)‏ 
!عق . 
1» حل المعادلة x=2×م‏ 
nx‏ معرف إذا كان 0 < ×. 
إذن 2= nx‏ يعني x>0‏ و fx= ne?‏ و بالتالي x= e‏ 
ينتج أن المعادلة 2=×م) تقبل حلا واحدا في ۴ هو ©©. 
طريقة أخرى : نعلم أن من أجل 2-0 و ا عدد حقيقي» دما د بد يكافئ © =× 
لدينا 2 ديدم إذن © =×. 
٠2‏ حل المعادلة ‏ 3.2 - 2003 = fn(x-1)‏ 
(1-) معرف إذا كان 0< 1-× أي 1<×. 
إذن 302 - 23 د (1-×)ا يعني 1<« و 25م - 3= f(c-1)‏ 
أي 1 و كماد نسم 
و بالتالي 125-» أي 2ا =× 
ينتج أن المعادلة ‏ 30:2 - 20.3 = (1-»).0 تقبل حلا واحدا وهو 17 


lx + ما‎ (3x + 2) = (n (2x + 3(  ةلداعملا حل‎ 3 

لحل هذه المعادلة نضع الشرط التالي 0< و 2<0+*3 و 3<0+*2 أي 0<×. 

n x(3x + 2) = (n (2x + 3) يعني 0<« و‎ nx + 0 )3x + 2( = 0)2 + 3( لدينا‎ 

إذن 0<× و 3+*2- x(3x+2(‏ 

أي 0<× و 22+3- ×2 + 3% 

أي 0< و 0= 3-3 

إذن 0<× و (1-* أو 1--*). ينتج أن 1=×. 

و بالتالي المعادلة (3 + ×2) .0 = (2 + ×3) ا + ×« تقبل حلا واحدا هو 1. 

4 حل المعادلة ‏ (7 ++«)مة = (3-«2 -02)م1 

لحل هذه المعادلة نضع الشرط التالي 0< 2-2-3 و 7<0+ي. 

لدينا (3-*)(1+*)- 2-2-3 

*إذنت 0< 3-+»2-2د إذا وفقط إذا كان ]+:1]0[3-:-[ع*. 

و 7<0+× إذاوفقط إذا كان 7-<×. 

ينتج أن ]+ ; x€]-7;-1[U]3‏ . 

حل المعادلة (7 +*) م - (3-*2 - 0)2 في المجموعة ]+ ;1]0[8-:;7-[. 

لدينا (7 + »)م = (3 -2 - 0)2 إذا و فقط إذا كان ]+ ;3[ ل x€[-7;-1]‏ 

و »2-2x-3=×+7‏ أي ]«+:0[3ا]1-:7[ع* و .%+3x-10=0‏ 

حل المعادلة 0 -2-3-10* في المجموعة ]+ : 0[3ا]1-:7-[. 

49 ؛ ۸<0 إذن المعادلة تقبل حلين مختلفين هما 5 - × و 2- - يد. 

لدينا 5 و 2- ينتميان إلى المجموعة ]+ : 13 لا]1- : 7-[. 

. و بالتالي المعادلة (7 +*) م = (3-*2 - 1)2 تقبل حلين مختلفين هما 5 و 2-. 

نمرين 2 

حل كل متراجحة من المتراجحات التالية 

h(x+1)+ln(3-x)<0 + (2-1) >o ؛‎ fn(x-1)>0 

. (2-1) > r (4x -1) 

83] RES ERA SRR AREY ARTS ASSESSES AS اذ اث طقل‎ 


طرائق 


حل 
1ء حل المتراجحة ‏ 1(<0-x×)مnا.‏ 

لحل المتراجحة 0 <(1-*)) نضع الشرط التالي 1<0-× أي 1<×. 

حل المتراجحة 0 <(1-×)0 في المجال ]+ : 1[. 

لدينا 0 < (1-×)ہ! يعني 1< و h(x-1)sh1‏ 

أي 51× و 2-1213 أي 1< نز 2352 إذن 52 


و بالتالي مجموعة حلول المتراجحة 0 < (1-*)/ هي ]0+ : 2]. 
2ل المنزاجعة >o‏ )1=( 


e1 
. حل المتراجحة 0< ( 1 )ا نضع الشرطالتالي 1-#× و 0< حك‎ 
.x€]-o ;-1[ U [1 +] أي‎ 


حل في المجموعة ]+:0[1ا]1-:<-1 المتراجحة 0<( )ا 


لدينا >o‏ )م يعني nî 1> n1‏ أي 21 1 


ا x-1‏ 1 أ 2 

د كك ( كم [ ڪڪ 
أي 1<0 1 ي 0< ي ا . 
إذن ×x+1>0‏ و بالتالي 1->*. 


ينتج أن مجموعة حلول المتراجحة م( )م هي ]1-; -[. 


. n(x + 1( + 0. )3-×(> 0  ةحجارتملا حل‎ 3 

لحل المتراجحة 0 >(×-3) 0۸ + (1 +*) نضع الشرط التالي x×+1<0‏ و 0<×-3. 
أي 1<<× و 3>× أي ]1:3[ء*, 

حل المتراجحة 0 > ( - 0)3 + (1 + ).0 في المجال ]3 :1-[. 

fn(x + 1()3 - x) < n1 يعني‎ fn(x +1) + n (3- x) <0 لدينا‎ 

إذن 1>(×-1()3+×) وبالتالي 0 <2-×2- × 

(x-1+/3()»-1-⁄3(<0 أي‎ 

إذن ]+ : 11+73[ 1 x€[-»;1-⁄3]‏ و [3 x€]-1;‏ إذن ]3: x€]-1;1-/3[U]1+¥/3‏ 
ينتج أن مجموعة حلول المتراجحة 0 > (× - 3) .م0 + (1 + »)م0 هي ]3 ; 11+73[ لا ]1-3 ;1-[. 


ives فلؤم م هه 6لعامهه مره مام اقةاة وهم ونو وه قمع مه مم و امم مه ميمام هق هاه مهنو وهاه‎ de soie eee 


4. حل المتراجحة (1 -42) م0 < (2-1) n‏ . 

لحل المتراجحة (1-×4) .0 < (1- 0)2 نضع الشرط التالي 2-1<0 و 1<0-×4. 
أي .x€[1;+][‏ 

حل المتراجحة (1-×4) .0 < (1 - ).0 في المجال ]+ ;1[. 

لدينا (1-×4). <(1-). إذا وفقط إذا كان 2-1<4-1ر أي 2-4×<0× 
إذن  .×)x-4(<0‏ 

.X € [4 ; +oo[ أي‎ x>4 و بالتالي‎ 

ينتج أن مجموعة حلول المتراجحة (1-×4) .0 <(1- ).0 هي ]+ ;4]. 


((© حساب نهايات 
نمرين 
احسب النهايات التالية : 
fim n (1Z + fim (2x- nx)‏ ؛ fim (2 + (nx)‏ 
ار شاه لين 


fin, xn (1 + 31) + fim xh (1+ 3) + fm (2 + (bnd) 
1 حل‎ 
ر(‎ )2 - n ×( حساب النهاية‎ ٠1 
.[0 : +٥] الدالة <“.ما -»2 جمءد معرفة على المجال‎ 
fm (2x - nx) = لدينا يط )حيمر‎ 
im, e 2 فإن‎ im, lex 0 ا أن‎ 
إذن 0+ = قط )حيو‎ im, x = + نعلم أن‎ 
. fim, (2x - x) = + ينتج أن‎ 
ا ادا‎ 
2سابع( © ا‎ 


الدالة لطم ع« × معرفة على المجال ]1 ;1-[. 


لدينا 0 ححا ا و 1<0 على المجال ]1 ; 1-[. 
aN‏ 1 
إذن م6 = (j‏ ما fn‏ 


E -الدوال اللوغاريتمية‎ 5 eee 


طرائق 


. fm (2 + (rx) حساب النهاية‎ ٠3 

الدالة ”(×>م) + * جمءد معرفة على المجال ]#+:;0[. 

fim, (x) = +0 ما 8 إذن‎ × = +  انیدل‎ 

ونعلم أن و کد ھر lim,‏ ينتج أن سوت fm, (ê + (nx)‏ 


4 حساب النهاية (02د)) + 2) . 
لدينا 0= fim x‏ و نعلم أن م = دما lin‏ 
إذن + = *(دما) 0 ينمج أن ۰+ = fin (2 + (nx)‏ 


8 جساب النهابة )31 +1( fm, xh‏ 
الدالة (5+1) ادجو معرفة على المجال ]+ : 0[ لا]1-: *-[. 
لدينا 10+ )م fm,‏ و - = fim, x‏ 
إذن توجد حالة عدم التعيين. 
نضع دن عندما م©- × ؛ 0ل 
لدينا ا 305" 
3 7 
20 1+0( _ ١ه‏ 1 
ينتج أن 1= in, xh (1+ $) = f e‏ 


و بالعالي 1= (5+1) ا × ر. 


. im, x (1+3) حساب النهاية‎ 6 

1_0 +0 

بوضع 0 لدينا الت )1 +1( x‏ 
وعندما +٥‏ جع ؛ 0و .y‏ 

fn xk i+) = إذن لاعللة بي‎ 


و بالتالي 1= (1 +1) × 


@ تعيين دوال مشتقھ 
نمرين 1 
ر دالة معرفة على المجال ]+ : 0] كما يلي : 0م20 + 1-) د = )تر إذا كان 0 <× 
و 0= f(0)‏ 
٠1‏ هل الدالة f‏ قابلة للاشتقاق عند العدد 0 عن اليمين ؟ 
2 عين الدالة المشتقة ‏ للدالة ‏ 
حل 
1 الدالة f‏ معرفة على المجال ]+ : 0]. 
لدينا 2+ ¥1 _ 0ل هار 


32-0 «6 


من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما ؛ (× م2 + 1-)× - 0 


fim ار‎ 5 fin x(-1 + 2n x) پلدینا‎ 


fim (-x + 2xn x) = 0‏ = 
و بالتالي 6 ® بو 
ينتج أن الدالة ] قابلة للاشتقاق عند العدد 0 عن اليمين و 0 = (0)/. 
2 الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على المجال 61*+ : 0] (/ قابلة للاشتقاق على المجال ]+ : 0[ 
و قابلة للاشتقاق عند العدد 0 عن اليمين). 1 
فو آل کل د حقيقي موجب قاما × ؛ (2) <+ 210 +201 = 09 f‏ 


= -2x + 4x nx + 2x 
= 4xlnx 


أي من أجل كل عدد حقيقي موجب تاما f(0) = 4xnx + x‏ و 0= f(0)‏ 
إذن الدالة f‏ معرفة كما يلي : «ساءده = 60 كر إذا كان 0<« و 0= f)0(‏ 


10000 1 312123131131151 5 درن عر € 


طرائق 
ر هي الدالة المعرفة كما يلي : (©© + 0)1“ = (0). 
٠1‏ عين مجموعة تعريف الدالة ر . 
2 ادرس قابلية اشتقاق الذالة / على مجموعة تعريفها. 
: 3.عين الدالة المشتقة “6 للدالة كر. 
: حل 
: 1همن أجل كل عدد حقيقي × . 0 <**©+1. إذن الدالة f‏ معرفة على . 
٠.2‏ لدالة e”‏ جم« قابلة للاشتقاق على | 
والدالة (ع+4)1 جمد قابلة للاشتقاق على .٩‏ (اشتقاق دالة مركبة) 
إذن الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على 8. (اشتقاق جداء دالتين). 
5 
3 تعيبن الدالة المشتقة “2 للدالة ى 
من أجل كل عدد حقيقي 1 ( 26 ( +e) +e"‏ لساك = 0 f‏ 


ع 1 


= 6*1 + e) + 26 
1+ 


م 


إذن من أجل كل عدد حقيقي × ؛ کے + رن + 1 = وا 
: تمرين 3 
Hs :‏ = 2-8 

كر هي الدالة المعرفة كما يلي : لتقم = مر 

. عين مجموعة تعريف الدالة‎ ٠1 

2 عين الدالة المشتقة f‏ للدالة .f‏ 
: حل 
: 1١الدالة f‏ معرفة إذا و فقط إذا كان #0×+2 و 0< * 
و بالتالي مجموعة تعريف الدالة f‏ هي المجال ]2 : 1-2 . 
2 الدالة f‏ قابلة للاشتقاق على المجال ]2 :2-[. 


أي ]2:2-[6*. 


2-x× 
f0 ومن أجل كل عدد حقيقي × من المجال ]2;2[ ؛ ا‎ 


2-4 
+2 
5 58 4- “اعد - 2 
لفیا من الخال 1221421" + 5 
من اجل كل عد حقيقي من المجال. 2;21[ »+2 ع 


3 بعد التبسيطهينتج أن من أجل كل عدد حقيقي × من المجال ]2 : 1-2[ ؛ کر = ۵گ 


© حساب دالة أصلية لدالة ناطقة 
نمرين 

El a‏ 28-2 2# ى 
ر الدالة المعرفة على :۴-1 كما يلي : و داور 


٠1‏ عين الأعداد الحقيقية 2. اء > حيث من أجل كل عد حقيقي × يختلف عن : وك 
ب علب سے +ةح ونال. 


ال 1 +260 


:2)0( =1 على المجال ا حيث‎ f استنتج الدالة الأصلية ۴ للدالة‎ ٠2 


حل 


+ الدالة كز معرفة على المجضموغة -: 1( R-‏ 
لدينا من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن 0 و ا 
(2x + 1)) + 1( + b)x + 1( + (2x + 1(‏ _ چ b‏ 


a + + 
2x+1 x+1 (2x + 1)(x + 1) 5 


212 + (3a + b + 2c)x + a + b+ ع‎ 
: 2# + £1 
: b 3 5 
: = کے و کے‎ ٠ افق‎ 
دين مآ‎ RF 93 
252+ )33+ b + +2ل2‎ a + b+ ع‎ _ 22-2 
22 + 3x +1 22+ 3+1 * 


شع أن 2= 25 و اددع وطموودة و 2= + 4b‏ 
باستعمال طريقة التعويض» ينتج جأن 21ة و 2= و 4 =. 


إذن من أجل كل عدد حقيقي × يختلف عن + - ف اك عل - شر - 1= ور 


٠2‏ تعيين الدالة الأصلية ۴ للدالة f‏ على المجال | حيث 1= (م)ع ب 
الدالة »جمد هي دالة أصلية للدالة 1 حجمعر على | 0 :| . : 
الدالة (1 + 2)) × هي دالة أصلية للدالة 2 على ]1[ ْ 
الدالة (1+»). جمد هي دالة أصلية للدالة پل × 0 10 2 


(استعمال المبرهنة حول الدوال الأصلية للدوال من الشكل 2 ج( 


إذن الدوال الأصلية للدالة f‏ على | + : +1-[ هي الدوال 


.4€R جرير حيث‎ + -(2x + 1( +ع)سا-‎ 1) +d 
.4=-1 لدينا 1-= (۴)0 أي 1--0+0. ينتج أن‎ 
۴ )0( --1 على | حيث‎ f إذن الدالة الأصلية ۴ للدالة‎ 


هي الدالة ‏ 1-(1 +*)م- (1 + ×2) 0n‏ - × واx×.‏ 


@ استعمال اللوغاريتم العشري و الدالة الأسية ذات الأساس » 


تمرين 1 
بسط الأعداد التالية : 
وما + x 125 + 37599 + loq(081 x10x3)‏ 25 


حل 
«لدينا ‏ 2وماه = leq 16 = loq2'‏ 5 
إذن 4042 = 16وما . 
«لدينا ‏ 043+ loq (0,81 x 10 x 3") = q0,81 + loq10*‏ 


<a 81 
= وا‎ 2+ 3 


= 81وما‎ - loq 100 + (-2) + 13043 
= 4l0q3 - 2 - 2 + 3 
= -4 + 3 
0,81)وما.‎ x 10“ x 3°) = -4 + 17643 إذن‎ 
J73 = VF = (¥7 =3 =9  انيالە«‎ 
25 x 125 = 7 x5 | «لدينا‎ 
م د ذوعأو د‎ 


دا 


تمرين 
حل في ۴ كل معادلة من المعادلات التالية 
loq (3x + 4) = 0‏ ؛ (1- اهما = )1 + oq (x‏ - (:2).وما 0 


10-2 x 10 =1 


جل 


«حل المعادلة 4(=0 + ×3) وها بوضع الشرط 4<0+×3 ؛ أي | + :ج .x€‏ 


10 =9 


: loq (3x + 4) = ق اهما‎ xe |4: + | يعني‎ loq (3x + 4) =0 


4 : 
ع 5 > ین ادع 
أي | د [ع* و 1= 3x+4‏ إن 1د بي 
و بالتالي المعادلة 0 - (4 + ×3)وه) تقبل حلا واحدا هو 1- . 


: ×x+1<0 بوضع الشرط 2×<0 و‎ loq (2x) - loq (x + 1) = oq (<-1) حل المعادلة‎ 


وى 150 أي #51 


e2 - lg + 1 = eg <-1‏ يعني x<1‏ و (1-»اوطا =) lq‏ ب 
2x‏ 


ينتج ان 1< و ا 
آے اھ + 0 2-2-1 
2= 'ث. حلا المعادلة 0 -1-<22 - 2د هما ۷2 +1 و 1-۷2. 


إذن المعادلة fog (x + 1) = oq(x-1)‏ - (:2).وما تقبل حلا واحدا هر 0/2 + 1. 


«حل المعادلة 9= “10 حيث × عدد حقيقي. 

لدينا 9 = “10 يعني 9 = “1010 

8 و 1 

أي 9 4x = loq‏ ب 9 x=‏ ' 
و بالتالي المعادلة 9= ”10 تقبل حلا واحدا في +1 هو 9و . 
.حل المعادلة 1= 10 »10-2 . 

لدينا 1= 10 ×2- 10 يكافئ 7-10 -2x‏ 10 
أي 2=0- 10*10 أي 107-10-20( 


بوضع 10=ا. نحل المعادلة 2-0-غ-5) حيث 0<غ6. ينتجأن 2 2غ. 
لدينا 622 و 10خ إذن 2= 10 وبالتالي 2ه = .x‏ 4 


ينتج أن المعادلة ‏ 1 - ”10 »2 *10 تقبل حلا واحدا هو 2.وم6. 


79 
5 - الدوال اللوغاريتمية EE‏ 


اح 


ارين و جلول نموذجية 


مسألة 
f‏ دالة معرفة كما يلي : + ( + )س + جتن - - 0م و (©) المنحنى الممشل لها في المستوي 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([,7: 9). (الوحدة > 2) 
1. عين مجموعة التعريف ٤‏ للدالة .f‏ 
٠ 2‏ أدرس نهاية الدالة تر عندما يؤول × إلى 1- بقيم أكبر. 
( يكن كتابة 0:)آر على الشكل e‏ 
٠3‏ ردس تغيرات الدالة f‏ 
4 عين معادلة للمماس (1) للمنحنى (2©) عند النقطة ذات لفاصلة 1. 
5. ادرس تغيرات الدالة ى المعرفة كما يلي : (02 + 2 - × ) - =f)‏ 300, 
استنتج إشارة (:)8 ثم الوضع النسبي للمنحنى (2) و المماس (7). 
6 ارسم المنحنى (©), 
7 بین أنه يوجد عددان حقيقيان ۵ وط حيث من أجل كل عدد حقيقي × من 8, بطع + ود بق 
8. باستعمال المكاملة بالتجزئة, احسب التكامل dx‏ ودج لاسا J‏ . 
9. احسب المساحة 2 للحيز المستوي المحدود بالمنحنى (2) و المستقيمات ذات المعادلات 
1-0 ؛ 0=× ؛ 1=× . عين قيمة 76 بالسنتمترات الربعة. 


03 


1. الدالة جب - جم × معرفة على 8-٤-1‏ و الدالة (1 + )م جرم × معرفة من أجل 
x€]-1; 20 3 -1‏ . إذن مجموعة تعريف الدالة f‏ هي ]+ ;1-[. أي ]م ;1-]= E‏ 
٠2‏ من أجل كل عدد حقيقي × من ]+ 1-[ ؛ [(1 + (1 +:) +× جل ج = وار 
نعلم أن 0 = lim x nx‏ . إذن 0= )1 + lim (x + 1) r(x‏ 

و بالتالي 1 = [(1 + »)0 (1 + ») + bin [x‏ . و لدينا + = پل اوا 


ما أن + = بل ا 1 1 = ])1 lim [x + (x + 1) ln (c+‏ فإن + = ki f00‏ 
٠ 3‏ لينا 1- =( -) n‏ و  +«‏ (1 + »)ما ينه إذن += وما يها 


Xe 3 


. الدالة م قابلة للاشتقاق على المجال ]+ :1-1 و من أجل كل عدد حقيقي × 


ْ 
| 


إشارة 0)'/ على 2 هي إشارة × على 8. ينتج بور وال عاد الخال [1-1:0 
و متزايدة على المجال ]+ ;0]. : ٠‏ 

جدول تغيرات الدالة f‏ : 

.)©( دراسة الفروع اللانهائية للمنحنى‎ ٠ 
إذن المستقيم ذو المعادلة 1- = × مستقيم مقارب يوازي محور التراتيب.‎ lim و‎ = +0 
(ن کک ہے نيل‎ ١ م‎ o , صازية.‎ -.- 


1 + 3 
و 0 = ا وو ) إذن المنحنى (:2) يقبل فرع قطع مكافئ و في اتجاه محور الفواصل بجوار ممه 
4.دينا 2+ - -(0/ و د (600. 
إذن معادلة المماس (7) عند النقطة ذات الفاصلة 1 هي 12 + 3 -» لدل 


5 دراسة تغيرات الدالة و. 
الدالة ق معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 1 : 1-1و من أجل كل عدد حقيقي × 
من ]+ :1[ ؛ ١‏ للحي - او 
نلاحظ أن 0 - 3:0 من أجل 1= ×. 
إذن من أجل كل عدد حقيقي من ]+ : 1-[ ؛ 0 > ()/3. 
و بالتالي الدالة م متناقصة تماما على المجال ]+ : 1-[. 


جدول تغيرات 4 : 
لدينا ‏ *- > (ن)ق اا و + 3002 جا و 0-(00 | م ي0 
من جدول تغيرات الدالة قم ينتج أن 0 > ()ق على المجال ]+ : 1[ 
ينتج أن (©) فوق (7) على المجال]1 :1-1 . (&) تحت (7) على المجال ]«+ : 1[ 
() يقطع (©) في النقطة ذات الفاصلة 1. 
نلاحظ أن النقطة ذات الفاصلة 1 من (©) 
' هي نقطة إنعطاف (&) (لأن (7) 

يقطع (&) فيها). 

6. رسم المنحنى (©) و المماس (5). 
9 م 2م + ل -  )1(‏ 


2 


fn. 2 - 0‏ + ج 


تمارين و حلول موذجية 


٠7‏ من أجل كل عدد حقيقي × من ع ؛ حلب -1 - يم إذن 3-1 و 1- دم 
8. عسات التكامل dx‏ ودج 1( رن 
نضع 1 - (٭)'۷ و (1 + »)ما - )ن إذن 1 +: - ()۷ و علب - ومن 
ينتج أن برل 1+ 1 - ]10 + n(x‏ )1 جم = dx‏ (1 جما f‏ 
(x + 1)- x] =2 2-1‏ )1 +«([ = 
إذن 2-1 2 = dx‏ )1 جمما f‏ 
ملاحظة : يمكن إختيار × = (:):: لحساب التكامل السابق. 


9 عه |( جمماء + 1[ f‏ - همه وام بر a=‏ 
د لت جما )1 +«( + زا +( + [x‏ = 
2 3+ 2- = 


إذن 0.2 3 + 2- = ۸ وحدة المساحات 


و بالتالي “2 (302 + 4)2 - 2 أي “ص 24-0,32. 5 


خواص جبرية 
- ۷5 
© سد : (کرگ). ,لتقن 
n (2 - 1( - 52‏ 4 + )1 + 2/مما 4 
n (¥3 + 1) + r (¥3 - 1)‏ 
2 


)1- )1 15+ 2/) ما 4-)3+2۷2( ما 7 


21“ 8-1 4 


© د ر طا عددان حقيقيان موجبان قاما. 


عبر عن *5 ۵۳ )و سل 600 بدلالة ه hb‏ 


© عبر عن الأعداد التالية بدلالة ۸2ا و 0۸5. 


n 6,25 ln l8 fn 500 
1.0 2 98 7, 998 
ساء.... + ما ما‎ +h يق‎ 


© في كل حالة من الحالات التالية؛ عين العدد 
الطبيعى 6 جيك :2510 ٠‏ 10< )( 


1(2) مهد‎ + (J <o 


معادلات 

© حل كل معادلة من المعادلات التالية في 
hx=-2 + x=2‏ ؛ }= دما 
2= احا + 4= hx‏ ؛ 4= [hx‏ 

@ حل في ۴ كل معادلة من المعادلات التالية : 
fn (1-x)=4ln2 + ln(1-x)=2n 3-32‏ 


-x= 3 l3 0 lh (i) - 2‏ الما 
@ حل كل معادلة من المعادلات التالية في ۴ 
fn (2x + 7) = n(x -3)‏ 


nx + ln (3x + 2) = n (2x + 3) 
fn (x - 3) = n(x + 7) - n(x +1) 
)ما‎ - 2x - 3) = n(x +7) 


ln (P= n(x + 3) 
ساد )+ )ماج‎ («+ 2) 

I(x - 1( + n(x + 1) =2 + nT +x 
مم كثير حدود حيث‎ © 
P)x) = 12 + تر‎ 9+2 
عين الأعداد الحقيقية 3. اء > حيث من أجل‎ 1 
P(x)=(x+1)(ax?+ كل عدد حقيقي × + ل جعرط‎ 
.)»(=0 حل في المعادلة‎ 
استنتج حلول المعادلة‎ 2 
زدما)12‎ + (nx)? - 9 nx + 2 - 0 


متراجحات 
© حل في 1 كل متراجحة من المتراجحات 
العالية : 0> (د - 3) ؛ 0 


[n (3 + x) > 0‏ + )2 جع)ما 

fn (<? - 4) > [n (6x + 5) 

fn (2x - 5) + n(x + 1) > n2 
حل في 1 كل متراجحة من المتراجحات‎ © 
fn (x +1) > n (4x -2) - العالية : (1 - )م‎ 
fn (? + 11x + 30) > n(x + 14) 
)ما + )م‎ -2 > nx +1 
الجمل‎ 

9 حل كل جملة من الجمل التالية في ۴ ×۸ 


1 +025 5 0 

hx+ny= m2 حدما‎ y= 306 
سيم ما ا لت‎ 2 
×+ = 3h x+ 5y =-4 


Sx+4y= 2‏ 220 )م 
ln (x-1)+ n y= 3-5‏ ۳ 2- 0 


النهايات 
9©) عين النهايات عند 0 و عند + لكل من 
الدوال العالية (عند وجودها) : 


عا × + “)+ 1/جبيير 
x x-2x‏ ؛ 2- ا × 
hx +1‏ 


© عين النهايات عند + لكل دالة من الدوال 
التالية : (عند وجودها) )1 + 1( x xh‏ 


x) nx‏ + )مط 
كن x 4 Xx‏ = 
2 2-3 
Xx > 2‏ ؛) ا ( Xe > xh‏ 
)ماب (nx) 5 x‏ - چو × 
الدوال المشتقة 


© في كل حالة من الحالات التالية» عين 
مجموعة قابلية إشتقاق للدالة f‏ ثم عبر عن ()/] 
(1 -عق)م - ومثر + 2 - 7اساد وم زر 
لطنهاما- مر ؛ f00 =x‏ 
(1 جل +<( ماد ومع برقع + 1) ماجدة - م f‏ 
اط =0( (42-3x-1) + f‏ اد وم 


e“ +1 


f= و )] ؛‎ - (1 +x) 
تعيين دوال أصلية‎ 
: ر دالة معرفة على ۴ كما يلي‎ © 
f= 


١ات‏ اترو عدا ا 8 ١‏ ۵ حيث من 
أجل كل عدد حقيقي × ؛ 1 في + ۾ f00=‏ 


و على ۔ 
84 


© د حي الا ييه عبن R‏ كما يلي: 
-00) 3 


EE 
أثبت أنه يوجد عددان حقيقيان 2. ا حيث‎ ٠ 
من أجل كل عدد حقيقي × ؛‎ 


be” 
+4 


عه 4(x)= ae”‏ 
٠عين‏ الدالة الأصلية للدالة ى التي تنعدم عند 0. 


الدوال الأسية والدوال اللوغاريتم العشري 


8 12 )2( 6 _ 
بسط كتابة العد 
ele © 9‏ 
بالرفع إلى القوة 6. 


٠‏ باستعمال القوى الناطقة. 


© بسط الأعداد العالية : ۷8 ؛ 


0 | 
د 


0" م 

16 الى 
© حل في ۴ كل معادلة من المعادلات التالية : 
0= 10+ 3×2+ 4 ؛ 9 : 
ETT‏ (3)= م 


© هين مجموحة تعريك و الذالة المفتتفة 6[ 
لكل دالة من الدوال 6 التالية : 

ددع ور ؛ 2 = f00‏ 
3 = وار 0 * = ومر 
fe‏ + 0+4 - سر 
© عين نهايات الدالة f‏ عند حدود مجموعة 
تعريفها في كل حالة من الحالات التالية : 


تمارين و مسائل 


© عين دالة أصلية للدالة f‏ على المجال | 
في كل حالة من الحالات التالية : 

كدء ور ؛ ا0ا 
١2 [0 : +] EES‏ 


'5 دور ؛ 8 دا 
مسائل 
© نعتبر الدالة / المعرفة كما يلي 


مما رم f00=‏ 

و(©) المنحنى الممثل لها في المستوي المنسوب إلى 
معلم متعامد و متجانس ( 7 :0). 

1 عبن مجموعة تعريف الدالة f‏ 

٠2‏ عين نهايات f‏ عند حدود مجموعة تعريفها. 
٠3‏ ادرس تغيرات الدالة ‏ 

4ء حل المعادلة 0 -0)/. 

.)©( رسم المنحني‎ ٠5 


@ نعتبر الدالة f‏ المعرفة كما يلي 
ل)ماءدمر 

و() المتحنى الممشل لها في المستوي المنسوب 

إلى معلم متعامد و متجانس ( 7[ 17 0). 

1٠عين‏ ]0 مجموعة تعريف الدالة ‏ 

0۶ بين أن من أجل كل عذد حقيقي × من‎ ٠2 

(-) ينتمي إلى 0۴ و )ر- -0د)ل. 

ما هو التفسير البياني الذي تعطيه لهذه النتيجة ؟ 

3» بين أن المنحني (€) يقبل ثلاث مستقيمات 

مقاربة يطلب تعيين معادلة لكل منها. 

4 درس تغيرات الدالة f‏ 

5٠عين‏ معادلة المماس (4) للمنحنى (&) عند 

النقطة ذات الفاصلة ©. 

6رسم (4) و (©) في المعلم السابق. 


© / هي الدالة المعرفة ۴ كما يلي : 

وت + )ما + x-4‏ دور 
و (€) هو المنحنى الممثل للدالة f‏ في المستوي 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 1701 0). 
1 أثبت أن الدالة f‏ متزايدة قاما على .R‏ 
2 احسب نهاية: (:3© + 0)1 عند ه-. 
3» استنتج وجود مستقيم مقارب للمنحى (€) ثم 
عين معادلة له. 
4 بين أن من اجل كل عدد حقيقي × 

زنع + 1( + f(x)= 4x-4‏ 
٠5‏ ما هي نهاية (*۴ + 0)1 عند + ؟ 
٠6‏ استنتج وجود مستقيم مقارب آخر للمنحني 
(€) ثم عين معادلة له. 
٠7‏ ارسم المستقيمين المقاربين و المنحنى (©) 
في نفس المعلم. 


© / هي الدالة العددية المعرفة كما يلي : 
(قخي )ما -هار 


2 2م 
و (©) المنحنى الممثل للدالة f‏ في المستوي 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( 1701 0). 
1 »ما هي مجموعة التعريف ع للدالة ‏ ؟ 
2 ادرس تغيرات الدالة ر و كذا نهاياتها عند 
حدود مجموعة التعريف .٤‏ 
3ء لتکن و الدالة المعرفة على 2 كما يلي 
x‏ - مر = g)*(‏ 
٠عين‏ نهاية (×) ى لما يؤول × إلى ه+. 
٠ادرس‏ إشارة (×) و. 
٠‏ ماذا يمكن استنتاجه بالنسبة إلى المنحنى (©) ؟ 
4 ارسم المنحنى (©). 


